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INTRODUCCION 
Apartir de los criterios de la 1a Y 2a derivada para hallar extremos de funciones de 
una variable se lnfieren los correspondlentes en varlas variables incluyendo sus 
pruebas. La anterior fundamentalmente se tom6 de Botsko. ver [2J. 
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DESARROLLO 
EI criteria de la 13 derivada para funcianes reales dice asl: 
5ea j:ra,b]~R una funcl6n continua en [a,b] y derivable en (a,b), excepto 

pasiblemente en un punta c E (a,b). 

51 j'(x)<O para x<c, y j'(x»O para x>c, J tlene mlnlmo relatlva 6 local en x==c. 

51 /,(x»O para x<c y /,(x)<O para x>c, J tlene maximo relativa a focal en x==c. 

51 ademtls j'(c)==O y j'(x) no cambia de signa alrededar de c, J tiene punta de 

Inflexi6n en x==c. 

Este criteria se puede reescribir de la siguiente manera: 

5ea f:[a,b]~R una funci6n continua en [a,b] y derivable en (a,b), excepta 

posiblemente en un punta c E (a,b). 

51 j'(x)(x-c»O para X;t:C, J tlene minima reJativa en x=c. 

51 j'(x)(x-c)<O para x:;t;c, f tiene maximo relativa en x==c. 

51 j'(x)(x-c) cambia de signa para X;t:C y j'(c)==O , entances f tiene punto de inflexi6n 

en x==O. 

Razonanda par analogia, sea j:R-) It una funcl6n continua en R dande R es un 

redangulo cerrado en Rm , diferenciabJe en el interior de R, excepto pasibJemente 
en un punta c, c E tnt R. (R == [a1.bdx ..... x[am,bm]). 
51 \7f(x).(x-c»O para x;t:c. J tiene minima relativo en x=c. 
51 Vj(x).(x-c)<O para X;t:c, f tlene maximo relativo en x=c. 
51 Vj(x).(x-c) cambia de signa para X;t:C, f dlferenciable en c can VJ(c)=O. entances 
j tiene punta de silla en x=c. 

La prueba par ejempla de la primera parte seria as!: 

tJ'mvmlmw:>NACIONALDB ~5ea x E R, x ;t: C 
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Por el teorema del valor medio aplicado a I. existe p entre x y c tal que I(x)-/(c) 5 
\7f(P).(x-c). Que peste entre x y c slgnifica que existe t E (0,1) tal que p=c+t(x-c). 
Par tanto Vj(p).(x-c) = \7j(c+t(x-c».(x-c) == 1It Vj(c+t(x-c».t(x-c)==1/t Vj(p) . (p-c). 
3 
Como t>O Ypor hlp6tesis V/(P).(P-c»O entonces V/(P).(x-c) >0 yen consecuencla 
I(X)-!(C»O. De donde l(c)</(x) y por tanto I(c)~ I(x) para cada x E R con 10 cual 
se concluye que I tiene mlnlmo relativo en c. 
Ver ilustraclones graficas. 
z 
bz 
y 
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o<VI(X) . (x-c)= 
Ix - c IV/(X).L&:..£l::: 
Ix- c I 
Ix - c IDul(x) donde 
c 
u= x-c 
Ix-c I 
En las vecindades de un mrnimo las rectas tangentes tienen pendiente positive en la 

curva contenlda en el plano cuyo eje tiene la direcci6n de x-c. 

Las otras pruebas son similares. 

EI criterlo de la segunda derlvada para funclones reales dIce as': 

Sea I una funcl6n real derivable en una veclndad de c con I(c )=0. 

SII'(c»O, en c hay mlnlmo relatlvo. 
... 
'. 

r 
Si j'1(C)<:O, en c hay maximo re(ativo. 
Cuando f'(c)=O no se puede dec/r. 
Este crlterlo se puede reescrlblr asr: 
Sea I una funcl6n real derivable en una 
Sf f'(C)h2>0 para h:t:O, I tiene mfnimo n 
S· III( 2 
. , c) h <:0 para f);;eO, I tiene maximo I 
Si f'(c) h2=0 para h:t:O, el criterio no de 
Razonando por analogra, sea I una 
dlferencfable en una vecindad de c, can 1 
Sf f"(c; h»O para h~O, I tiene mfnimo n 
Sf j"(c;h)<:O para h:t:O, f tiene maximo re 
Si j"{c;h) cambIa de signo para diferent 
en c 
Si f"(c;h)=O para ~O, no se puede cone 
Ace f"(c;h) = ~'r t(C+th;h\- ('(c;hl. , 
j'(c;h) =Dh/(c)=Um f(c+th) - fCc) 
HO I 
Cuando I es dlferenclable l(c;h)=V/(c).h 
La prueba, por ejempfo de la primera pan 
o< j"(c;h) = Um l'(c+th;h) - t(c;h) = Un 
HO I t~ 
= lim Vf(c+th).h = Lim (1/t2) V/(c + th) f 
HO I HO . 
Lo que implica V/(c+th).th>O para t;eO (t ~ 
~c! p cerca a c. Por el criterlo de la p 
mlnlmo relativo en c. 
Las otras pruebas son simifares . 
Si j"(C)<O, en c hay maximo relativo. 

Cuando j"(c)=O no se puede declr. 

Este criterlo se puede reescrlblr as(: 

Sea f una funcion real derivable en una veclndad de c con f(c)=O. 

SI f"(c)h2>0 para h~O, f tlene mrnlmo relativo en c. ' 

. 	 SI j"(c) h2<0 para ~O, f tiene maximo relativo en c. 
SI j"(c) h2=0 para ~O, el criterio no decide. 
Razonando por analogla, sea f una funclon de m-variables y de valor real 
dlferenciabJe en una veclndad de c con Vf(c) = O. 

Sf j"(c; h»O para ~O, f tiene mlnimo relativo en c. 

Si l'(c;h)<O para ~O, f tiene maximo relativo en c. 
Si j"(c;h) cambia de signo para diferentes puntos h con h;t:O, f tlene punto de sma 

en c 

Si j"(c;h)=O para ~O, no se puede concluir. 

Aca f"(c;h) = lim ('(c+th;h) - f'(c;h) , 

HO t 
f'(c;h) == Dh/(c)==lIm f(c+th) - f(c) 
HO t 
Cuando f es dlferenclable f(c;h)=Vf(c).h 

La prueba, por ejemplo de la primera parte serla asl: 

0< r(c;h) = lim ('(c+th;h) - ('(c;h) = Lim t(c + th;h) (Pues f(c;h)=Vf(c).h=O) 

HO t HO t 
=Lim Vf(c+th).h =Lim (1Ie) Vf(c + th) . th 
HO t HO 
Lo que implica Vf(c+th).th>O para t;t:O (t peque/1o). 0 sea que Vf(p).(p-c»O para 
p;tc, p cerca a c. Por el criterlo de la prlmera derlvada se concluye que / tiene 
minimo relativo en c. 

Las otras pruebas son similares. 

..>lDAD.NACIONALDB CoLO~ 
III!nRWEIlIlUt, . 
'TO. DB' BIBLIOTECA~5 
.. 	 ,it JOTECA "EFB" GOMvt.. ' 
22
/ 
Para la ultima parte tener encuenta las funciones deflnldas por : 

f(x,y)=i3+y-, g(x,Y)=X4+y4, u(x,Y)=~X4_y4 

Las tres funclones satlsfacen V'/(c)=O=V'g(c)=V'u(c),f'(c;h)=O=g"(c;l1) 

= u"(c;h) para ~O, c=(O,O). 

Por ejemplo: V/(X,y)=(3XL,3Y.) 

V'/(x,y)=(O,O) <=> x=O, y=O 

'. 
. f' (0,0)+ t(l711 h2); (/71,h2»)- t' (0,0); (h1' 172»)1"(0,0); (h1,h2 ») = Lim 	 '. t , 
140 
= Lim 9t(h; + hi) =0 
t....a 
, 
Como: /(X,Y)'2.0=/(O,O) para X'2.0, Y'2.0 ,y, /(x,y) ~O=f(O,O) para x~, y~O entonces 
f tlene punto de silla en (0,0). 
g(X,y)=x4+Y'2.0=g(O,O) entonces 9 tlene mfnlmo relativo en (0,0). 
u(x,Y)=_X4_y4~0=U(O,O) entonces u tiene maximo relativo en (0,0). 
En el caso particular cuando m=2 y f posee derivadas parciales de orden dos 
continuas en una vecindad de c se tlene: 
Vt(c+th).h-V1(c).h (U vt(c+tl1)-Vf(C») 11
t"(c,h)= Lim 	 = m t . ~o t 	 ~ ~o 
• (Dl(c+t11)-Dl(C) Dl(c+tl7)-Dl(C») h 
= Lim t ' t . 
t.... o 
= ( (01/)' (c;h) , ([h j), (c;h) ).h 

= (V'(01/)(c).h , V'(D2/)(c).h).h 

= (D11 /(c) X + 0:21 j(c)y. D12J(C) x + [h2 j(c)y ) . (x,Y) (dande h=(x,y» 

= 011/(c)XL+2 D12j(C)xy+ D22/(C)Y. (porque D12/(C)=021/(C) 

6 
ya que las derivadas de orden das' sor 
Asr que /1t(c;h»O para h=(x,y)~(O,O) sc 
011/(c)x2 + 2 D12/(C) xy + D22 /(C)Y> 
Pera: D1 ./(c)x2 + 2 0'2/(C)XY + 0 /«( 
D1l(cfx + D1l(c) y) 2 +(Dl1 f(C)D l(C)zt D1l(c») Dl1t«( 
que es positivo cuando D'1/(e) > 0 y Dl 
Por tanto se obtiene el criterio usual de Ii 
. Se~ / de cfase C2 (con der/vadas parel 
veclndad de un punto estacionario c=(a,b~ 
Entonces: 
/ tiene mfnimo relativo en c s; 01 
Y / 	011/(a,b) 01 :lI(a,b)/ = D11/(a,b) 02 
D21/(a,b) ~1/(a,b) 
f tiene maximo relativo en c si 0: 
Y 011/(a,b) ~ 2/(a,b) - [012 /(a,b)J2 > 0 
f tiene punta de silfa en (a,b) si 
011/(a,b) 021/(a,b) - [D12 /(a,b)f< O. 
A c~nt;nuac;6n se dara Ull ejemplo no trivial 
fa pnmera deriVada sf decide. 
EJEMPlO: 
Hallar los extremos de / definida por /(X,y)= ~ 
SOlUCl6N 
Puntas crltlcas: 
01/(X,y) =x? - 1 , P2/(x,y) =4y3 
!p. 
ya que las derivadas de orden dos son contlnuas.) 

Asf que l'(c;h):>O para h=(x,y)~(O,O) se reduce a 

O,,/(c)r + 2 0'2/(C) xy + 022 /(C)y2:> 0 para (x,y)~{O,O). 

Pero: 011/(C)-r + 2 012/(C)XY + D22/(C)Y. = 

.D1l(c) )2 [Dl1 f(C)Dn f(C)-[D1l(c)]2J :2D11f(C)(x+ Y + Y .D1l(c) D1l(c) 
que es positivo cuando 011/(C) :> 0 y 011/(C)02 2/(c)-I01 2/(c)f:>o 
Por tanto se obtiene el criterio usual de la 2B derivada que dice asf: 
Sea / de clase C2 (con derivadas parclales de segundo orden continuas) en una 
vecindad de un punto estacionario c=(a,b) de / (V/(c) =0). 
Entonces: 
/ tiene mfnimo relativo en c si 011/(a,b»O 
y ID1 d(a,b) 012/{a,b)1 = 01 d(a,b) 02 2/{a,b) - [012 /(a,b)f;;·o 
021/(a,b) 022/(a,b) 
f tiene maximo relativo en c si 0, d(a,b) <: 0 
y 01 d(a,b) D22/(a,b) - [01 2 f(a,b)f > 0 
f tiene punto de silla en ( a ,b) si 
A continuacion se dara un ejempJo no trivial donde el criterio Ultimo falla pero el de 

la primera derivada sf decide. 

EJEMPLO: 

Hallar los extremos de I definida por l(x,Y)= '12/3 - x + y4 

SOLUCI6N 

Puntos crftlcos: 

Od(x,Y) = .; - 1 PlI(x,Y) = 4;
J 
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D1!(X,Y) = 0 ox = ±1 , D2!(X,Y) = 0 oy = 0 
Como Ix + 1 I .< ~2 se obtlene Ix + Luego los puntos crfticos son (1,0) y (-1,0) 
., 
Ahora bien D11/(X, Y) = 2X , D1 2j(X,y) = ° , D22/(X,y) = 12y- Y entonces 
, (1 - x)(x + 1 f < 4y: ; 0 sea 0 <(x _ 1) ( 
D11!(1,O)D:n/(1,O)w(D12!(1,O»2=0 ~~IoQ)uhe V/(x,y).«x,y}-{_1 ,O)} cambia dE(
, ay punto de sllfa. 
Asf que el criterio de la segunda derivada no decide. 
, 	 Pero: 
'V/(x,y) . «x,y) - (1,0» = 02-1.4/) . (x -1,y) = (r-1 )(x-1) + 4y4 
= (X_1)2(X+1) + 4y" que es positivo para x cerca a.1 ,y, y cerca a 0 
Luego j tiene mlnlmo relativo en (1,0). 
Anafogamente en (-1,0) no podemos concluir con el criterio de la segunda 

derivada. 

Pera: 'Vj(x,y).«x,y)-(-1 ,0)=(r-1 .4/) . (x+1,y) 

= (x2-1)(X+1)+4y4 = (x-1)(x+1)2 + 4y4 
Para x cerca a-1 el factor x-1 es negativo, asl que (x-1 )(x+1 f+4y 4 debe camblar 

de signo alrededor de (-1,0). En efecto: 

Sea e tal que O<e <1 y sea x tal que O<x+1 <e. 

Entonces -2<x-1<e-2 y asf 2 -e<1-x< 2. 

T6mese y>O tal que 4y4«2 -e)(x+1)2 

Entonces 4y4«2-e)(x + 1 )2«1 -x)(x + 1)2 :. (x - 1 )(x + 1)2 + 4y4 < 0 
Ahora bien, sea e tal que O<e <1 y sea y tal que O<y<e. 
T6mese x de tal manera que IX + 1 1< 1,y, Ix+1 1< J; 
De Ix + 1 1<1 se obtiene -2 < x < 0, de donde: -3 < x -1 < -1, 
1 11 < 1 - x < 3,1 <J1- x <J3.r::- <.....,..-==
,/3 ~1-x 
o 	simpfemente observar que: 
f( 	1 {-1)3 2 
- 'Y)=3-{-1)+y4 =_+y4 ~ 2 
3 3 
para x ~ 0 (La ultima desfgualdad es ciel 
tiene maximo relativo en x = -1). 
, , 
2y2 . 2y2
Como IX+1/ < r;; seobtlene IX+11< ~ , (x+1)2<4y411-x, 
",3 1-x 
(1 - x)(x + 1 f < 4y4 ; a sea 0 «x - 1) (x + 1 f + 4y4 

Asf que v/(x,y).«x,y)-(-1,O» cambia de signa alrededor de (-1,0) Y par tanto en 

(-1,0) hay punta de sllfa. 

a simplemente observar que: 

x3(_1)3 2 2 . 
f(-1,y) = - - (-1)+ y4 = -+ y4 ;;:: - = f(-1,O) para y;tO y /(x,O)=-- x ~ f(-1,O) 
x
3 3 3 3 
3
. 
para X;;r: 0 (La ultima deslgualdad es clerta ya que sl <p(x) = -'- x entonces <p
3 
tiene maximo relativo en x =-1). 
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